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DEDIi: AU PROFESSEUR I. J. SCHOENBERG A L'OCCASION 
DE SON 7ohbtE ANNIVERSAIRE 
1. RAPPEL SUR I.E TH~OR~ME DE WHITNEY 
Soit K un pave compact de N”, et F C I6 un sous-espace compact; .Ym(Rn) 
dksigne l’espace des polynames & coefficients reels, & II indktermides, de 
degrC < 171. 
Url champ de polyndmes (d’ordre III) A M P, dkfini sur F est une applica- 
tion de F dans Ypnl(Rn). 
Par exemple, Ctant donnCe une fonction de classe C?, dkfinie sur K, 
associons j chaque point A E IF le polyn6me de Taylor T,f de ,f; en A, 
d’ordre -< 171. L’application A H T,f s’appelle le champ de polyn6mes 
induit par J‘sur F. 
Inversement, on peut se demander B quelles conditions un champ de 
polyn6mes A H P, est induit par une fonction de classe C’)‘. On dira alors 
que P,4 est prolongeable en une fonction de classe C”‘, ou encore que le 
champ P, est faylorien. 
TH~OR~ME (cf. Whitney [lo] ou Glaeser [3]). Ulle condition ne’cessaire t 
sujisante pour que le champ A F+ PA soit taylorien est qu’il existe un module 
de continuite’ (concave) w tel que les inPgalitGs suivantes soient ve’r$e’es, pour 
tout couple (A, B) E F x F. (1; . 11 dksigne la distance euclidienne, k = 
(k, , k, ,..., k,) est un multi-indice tel que / k 1 == k, -t k, + ... + k, c m) 
(W,) [ WP,(B) - D”P,(B)I < i AB ,InL-,‘: . ~(1; AB I!). 
L’espace des champs tayloriens d’ordre 171, dCfini sur F, est I’algPbre de 
Whitney, bWr”(F), que l’on peut identifier au quotient de i’espace des fonc- 
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tions nl-f’ois contintIment dkrivablcs Cj”( k) par I’idlal .I*‘( b ) des fonctions 
wplates sur [F. On peut munir W’11(5) de la norme du quotient C’,‘(K)IP(IF). 
pour laquelle c’est un espace complet: la norme d’un champ taylorien i) est 
Cgale A la borne infkrieure des normes (au sens de C’“(W) des prolongements 
i+ de P). 
Le calcul de la norme de P nkessiterait done que I’on sache prolonger le 
champ taylorien P. 
Mais il existe d’autres normes sur WP( F); iquivalentes B la norme quotient, 
qui peuvent se calculer en utilisant uniquement les valeurs de P sur IF, indC- 
pendamment de tout prolongement (cf. Glaeser [3] oh une telle norme est 
notCe ;I . ~ F _ et Coatmelec [I]). 
TH~OK~ME (cf. Glaeser [3]). 11 existe deux corutarztes T, et I’2 ne dkpen- 
durlt que dc K, de II et m, telles que tout champ taylorien P admette at? pro- 
longement P (ohtenu 6 l’aide d’un prolorigateur linkaire contimr) tel que: 
et que si le module de continuitk qui figure dalans /es formules (WI,) est w, 
/es d&i&es partielles m-iSme de P admettent Tz . w comme module tie 
continuite’. 
2. POSITION DU PKOBL~ME 
On n’a malheureusement aucune idCe de I’ordre de grandeur des constantes 
J’, et T2 , ce qui est fkheux du point de vue de I’analyse numkrique. 
On se propose done de trouver une autre norme sur W”‘(E) que nous note- 
rons )).(C et qui satisfera aux deux conditions suivantes: 
(a) ))p((F se calculera en utilisant uniquement les valeurs de P et de 
ses d&ivies sur F, prkalablement ;t tout prolongement. 
(b) La formule (1) est remplacke par: 
Les constantes qui jouent le meme r6le que T, et r, sont tgales h 3(nl --t 1)” 
toutes les deux. 
Nous rtsolvons ce probEme dans le cas des fonctiorls d’une zjariuble. 
La dkouverte de la dkfinition de )).((‘c , rksulte d’une ttude fine du cas 
oti 5 se rCduit B deux points a et 6, complktant un article de Favard [2]. 
lnsistons sur le fait que le prksent travail n’aurait probablement pas pu 
&tre poussk, si chaque conjecture n’avait pas CtC examinte e.xp&imentale- 
ment, grke 5 des essais numkriques eff’ectwk au laboratoire de Calcul 
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Numtrique (cf. Louboutin [6]), avant d’etre demontree. Les ordinateurs 
Clectroniques permettent de “faire des figures,” aptes a guider l’intuition, 
dans des cas (dependants de trop de parametres) oil le dessin dans Rz ne 
suffit pas. 
3. LE PROBL~IE D'INTERPOLATION EXTR~IALE DE FAVARD 
l?tant don& deux nombres reels a et h (a K b) et un ensemble de deux 
polynomes P = (P, , PhJ de degre :’ /I?, il existe de nombreuses foncti0ns.f 
de classe C” et admettant en outre une dtrivee HZ i 1 appartenant A. L%[a, b] 
(nous dirons quefE Cvjm[,> h]) telles que: 
T<(.f’ = P,, et TJ‘ :-:- P,, . (31 
On se propose de rtsoudre le probleme d’interpolation (3) de facon a rendre 
minimale la norme I/f’” I l)‘ILm . 
Ce probleme a CtC Ctudie par Favard [2]: notre probleme est plus particu- 
her, car nous n’envisageons que deux nceuds d’interpolation {a} et (6}, mais, 
en revanche, notre expose pretend Clucider des aspects qui n’apparaissent 
pas explicitement dans I’article cite. 
La solution s’obtient sous forme de splices a nceuds non imposts. Le pro- 
bleme est susceptible d’un traitement sur ordinateur (cf. Louboutin [6]). 
Varicnlte de la fortmle de Ta.vlor 
SiJE C,‘“[o, b] on peut ecrire: 
et aussi: 
oh T,‘_fdCsigne le polynome de Taylor de degre (MZ - k) def(“‘(x) au point b. 
La relation (4) montre que la donnee d’une fonction q E L”[a, bj ne deter- 
mine le champ taylorien biponctuel (r,,l; r,f)(,f~ C,““[a, b] telle que 
f”“-l)(t) -= I) qu’8 un polyrxbme de degrl PZ pr&, c’est-k-dire que tp 
determine l’t%ment associe a (r,,f, r,,,f) dans le quotient 
EvnL[a, 6) Q5 .P(R) x .P”(rw)/O 
ou d designe la diagonale, c’est-a-dire I’espace des couples de polynomes 
Cgaux. 
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bb{a, hj est un espace vectoriel de dimension ~1 T I dont tout Clement 
admet un representant de la forme (0. P). qui sera note P. 
Son dual (@‘“‘{a, bj)’ est un espace vectoriel de dimension IH ~-‘- i, done 
isomorphe h -@(R). Le theoreme suivant decrit explicitement un tel iso- 
morphisme. 
TH~OR~ME. A toute,fbme linkaire L de ( W”‘{a, h))’ OII peut associer bij,c- 
ticement UII polynhe t(t) E .U”‘(R) tel yue si P E Wnl(a, 6: on ait: 
Dhonstration. L’application @: 
.P(rw) - (Eya. hi)’ 
est lineaire et injective puisque si L == 0 on voit en choisissant P,(t) = 
((t - l~)~~-~/(ni - i)) que 
Lti)(h) = 0 pour i -= 0. I,..., IIZ et done t(t) = 0. 
@ est done un isomorphisme puisque les deux espaces ont la meme dimension. 
,,< 
(L, T,,f’- T,,f = c (.-I)’ t(O(b)[Tijr’Lpiif-(b) - 7-,:“m;f{b)]. 
Mais la relation (5) s’ecrit: 
et done: 
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ProblPme de Facard 
On munit (LPJ1dja, bj)’ de la norme suivante: si L E (IPrjz[a, bj)’ on pose: 
SIJ’E C,“‘[a, b] est un prolongement quelconque du champ taylorien donne 
Ij = : P,, . PJ l’inegalite de Holder et la relation (7) permettent d’ecrire: 
Sur LP”‘ia, 6) la norme duale de la prtcedente est definie par: si 
T(P) E W”‘{a, 6) (on note T la projection de W”‘{a, b: sur Trvz{a, b}) 
La sphere !j L j o,b = 1 est l’ensemble compact des vecteurs de norme 1 
d’un espace vectoriel de dimension finie par suite si P est donne il existe au 
moins un L, E (W”‘{a, bj)’ tel que 
(il peut effectivement en exister plusieurs, cf. Louboutin [6, chapitre Ill]). 
Pour tout prolongementj’E C,“‘[a, b] de i) on aura alors: 
))nCi’)C(,“;, -r 1.f’” l) l’,~r,,bl (0 - a). (10) 
Montrons que (10) n’est une Cgalite que pour une se&e fonction 
f~ Cr”[a, b], qui resoudra ainsi le probleme pose. 
Pour cela on utilise le lemme. 
LEwiE. Par cllaque poifit A, de la sphPre mitk de ( W”‘(a, h))’ ne passe 
qlr’iin seul lyperplun cl’appui qui est I’ctuenihle r/es A tels clue: 
fb A(t) $(t) t/t = h - a oti $(t) = sgn A,,(t). 
_ CL 
De’momtration. L’CgalitC (1 1) delinit bien un hyperplan contenant A, 
puisque 
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C’est un hyperplan d’appui car d’apres I’intgalite de Holder 
b - a :. I‘ h A(f): dr -1 (b ~- a) A ,,,,b et done &I,,,~ ,/ 1. 
* I, 
L’unicite provient du fait que i],,(t) ttant un polynbme non nul I’ensemble 
de ses zeros est fini et la fonction sgn &(f) est la seule fonction $ E L”[u, b] 
telle que 
Remuryue. Un ensemble convexe est dit “lisse” si chaque point extremal 
n’est contenu que dans un seul hyperplan d’appui: un polyedre n’est jamais 
Ike: il comprend des pointes. Un cylindre circulaire droit complete par 
deux demi-boules est lisse). La propriete essentielle de la norme )).(($ , 
qui assure le sucds de la methode, est de fournir une bottle unite lisse. 
DEFINITIONS. On appelle spline de degre 111 et d’ordre k une fonction de 
C,77T[a, 01 dont la derivee (nr 4 I)ieme est une fonction Ctagte presentant 
exactement h- discontinuites dans l’intervalle ]a, b[ (cf. Schoenberg [9]). 
Une splim parfbite est une spline dont I’ordre est inferieur ou Cgal au 
degre et dont la derivee (nr -t I)ieme a une valeur absolue constante. 
TH~&ME. La solution du probhe extr&lal de Facard est unique. Elle 
fst r&lis~e pas me spline parftiite dotlt la dt;rirPe 111 -t lihe n pow valeur 
absolve : 
Dehomtratioi~. L’hyperplan 
/I ; L E (W”‘;a. hi)’ L. P,, P,, -= ))Tr(P)((h’:,, 
contient Lo et si L t- H on a: /L,i, L ,(,,, . P,, - P,, . ,!L,, . P;, P, et done 
1; L /icrD 1-- 1 ainsi H est un hyperplan d’appui. 
Le lemme precedent montre qu’il existe une fonction II, il- L’[a. b] telle 
que ‘; 4’, :lLti[,,,r,J z 1 et que VL E H on ait: 
(12) 
Mais comme l’hyperplan N ne contient pas I’origine, (12) est verifiee pour 
toute forme lineaire sur W”‘;n. bl. 
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La fonctionfE Ccon’[u, 61 dtfinie par: 
est une spline parfaite de degr6 HI, de dCrivte m + 1-i2me constante en valeur 
absolue, ayant au plus nl discontinuitts (aux zCros du polyn6me L,(t)) et 
telle que: 
done realkant I’CgalitC (IO). Enfin T,f’(x) = P,,(X) et si k -= 0, 1 
ce qui peut s’krire en utilisant (12): 
,., nz: 
Remargue. I1 r&Ate de cette analyse que si deux polyn6mes L, et f., 
ont les memes zCros avec des ordres de m&me paritC dans [a, b] et si 
e, IL ==IIt,Ilr. =la-b’, ils sont situ& dans une m&me facette de la 
boule LnitC du dial de bprnja, b). 
Application. M. Louboutin [7] a trait& l’exemple suivant permettant de 
construire une partition de I’mit& optimale constituke de fonctions,f, E C,“[ R] 
telles que: si (ai) dtsigne une suite de points de [w (croissante) 
sup.f< C [aim1 . a,,,]. 
,fi(ai) = 1. 
fy(uj) = 0 pour k = I,..., 77, 
i!fY +I) ljL-c[ni_I.n,, Ij est minimale. 
Pour cela il utilise le thCor6me prCcCdent et un thCor6me de Zolotareff 
qui permettent de montrer que la fonction ,f~ Cmn[u, b] telle que: f(u) = 1, 
f(b) = 0, J(“)(a) =fci)(h) = 0 pour I’ = l,..., n et telle que (‘,f(ncl)l!Lml,r,lrI 
soit minimum est don&e par: 
.f(x) = 1 - ,[: (t - x)” pAiF sign TA~,l(t) dr oti T;;,, 
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dtsigne la derivee du polynome de Tchebichef de degrt II ~: 1 rapportt a 
l’intervalle [a, 61, avec: 
Signalons que Louboutin a devine la constante 4” x II! par calculs sur 
ordinateur plusieurs mois avant de trouver une demonstration. 
4. LE PROBL~ME D'INTERPOLATION LXTR~MALE DE SCHOENBERG 
Tout ce qui vient d’etre dit se transpose a l’espace des fonctions de classe 
C”’ dont la derivte n? + lieme appartient a G1, .
Dans le cas p = 2, on trouve un resultat de Schoenberg (dans le cas parti- 
culier des nceuds confondus en a et h). 
~H~OR~ME. La solution ELI probfthe de Schoenberg est unique: c’est le 
polyntime d’interpolation au sens de Hermite. 
Indiquons simplement que le role de la fonction 4 est joue ici par le 
polynome L, lui-meme 
La boule unite du dual de WV’ja, 61 muni de la norme deduite de [L, sur les 
polynomes est plus simple que dans le cas de Favard. Cette boule n’est pas 
seulement lisse, mais chaque facette est reduite a un point: en fait c’est un 
ellipsoide, dont les axes correspondent aux polynomes de Legendre. 
5. PROLONGEMENT EXTRCMAL DkS CHAMPS TAYLORIEUS 
Soit [F un compact de R et 06 l’enveloppe convexe de iF. 
D~FINITIOIC. On appelle prolongement extremal d’un champ P E IW{[F; 
une fonction p qui prend la valeur p(a) ;: P,,(a) en tout point de [F et dont 
la restriction h tout intervalle contigu B 1F (c’est-a-dire tel que: 
[a, b] n 5 = {a, bj) est la spline parfaite realisant le prolongement extremal 
du champ (Pll , Pb] entre a et h. 
Posons: ))R(“,” = ~up~,~~~>)k((:$ ob le second membre est calculC comme 
au paragraphe III a partir de l’image de i, dans IQ”‘{rn, bj. 
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TH~OR~ME. L/Me condition ne’cessaire t sufjsante pour qu’un champ P soit 
taylorim est clu’il existe w1 mobrtle de continuite’ w(x) tel que a, b E F x F 
011 ait: si a i: b 
>vTc::‘b :< w(b - a). (13) 
Le prolongement extrhal P Gri$e alors: 
))P((E < 3(/V -L l)“))P((; 
et P abmet un m-module de continuiti igal d 3(m i 1)%(x/3). 
(14) 
De’momtration. La condition tnoncie est nkessaire car si g est un pro- 
longement E C,“(K) on a:))P(($ < (b - a) 1; g~“‘+l)llL~~n,lll et done W(X) = 
X. (1 gcr~~~il)i Lcc~~,,~. convient. 
Elle est suffisante car plus fine que les conditions (IV,) du thCor;me de 
Whitney: la relation (13) s’krit: J<L, PI, - P,\J < 1’ L J:a,b w(b -- a). En 
choisissant alors L associk au polyn6me L(t) = (b -- t)““-“‘/(rn - k)! et en 
utilisant la relation (6) on trouve: 
! P?‘(b) - PF’(b)l < (b - a)“-’ w(b - a). 
Pour Ctablir le thCor?me on utilisera les lemmes suivants. 
LEMME 1. Pour tout polyhne P fz .F(K!) on a: 
(cf. aussi [S]). 
Dhonstration. II suffit de l’ktablir pour a = - 1, b = 1. 
Soient P, , P, ..u P,, les polynGmes de Legendre relatifs B l’intervalle 
[--1. +l] tels que: P,\(l) = 1. Alors: max,,t~,,,l ! Pi,.(t)1 = 1 pour k = 
0, I,... . 
Le noyau K(x, ~9) = C;z’=O (2k + 1)/2 . P,(x) Pk(y) vCrifie: pour tout 
P E .@(R) 
et done: 
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LEMME 2. Soient a < x -< y X_ h des r&e/s et un champ taylorien 
p E Wni[a, x, y, b) . Alors otz a: 
DPmonstration. Soit g le prolongement extremal du champ P: c’est une 
fonction spline telle que j gCTll+l)(t), soi constante dans chacun des intervalles t 
[a, x], [x, ~1 et [JJ, b] et ait pour valeur respective dans chacun d’eux: 
done 
Mais g realise un prolongement (non ntcessairement extremal) du champ 
{P, 2 Pbf et done d’apres (7) il existe un polyn6me LO(t) et que 
II -&)I’ L1[11*11] y I et que 
))P((::“, - 1 l’ L,(t) g(+l’( t) dt. 
. (I 
Le lemme I et I’inegalitt de HBlder conduisent au resultat. 
LEMME 3. Soit f la spline pa@ite qlli re’alise Ie prolongement extrkmal 
d’un champ p E W”‘ja, b) et soient s et y deux points tels yue: a -< x <: ~3 _ h. 
Soit f le champ taylorien E Wn’ja, x, y, bj induit par f. Alors: 
et 
,)j((;; ,, ,< w( .l’ ~-- x). 
Dkmonstration. Soit 2 le proiongement extremal du champfE W”“{a, x, ~‘,bj 
alors j = g en effet 
11 6 2(‘)L:~1) liL,rc,,sl : < ‘jffJftT1) i,Lrfn,,r~ 
et des inegalitts analogues dans [x, ~1 et [v. b] done: 
1 p-11) ‘IL/ I,,, []] ::. ,‘.f’fJ”” r’[n,b, 
et done par definition de p on a j ; 2. 
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Or 
>>jcc :: v = (.v - .I-) NI.f^(i”i~l) j,L=[x,lJ1 
,>fCCa”,, = (0 - a) lI”Pil) !lL~[“.hl 
mais ;f(“~~)(t)i est constant dans [a, 61 et done on a I’CgalitC annonde. 
L’intgalite (13) permet alors d’krire: 
>lfKt ?/ -< f=$ w(b - a) 
et comme w est un module de continuite concave, w(t)/t est d&croissant, ce 
qui acheve la demonstration. 
Dkmonstration du thkorke. Soient x et y deux points distincts de 06. 
I1 existe 4 points a, b, c, d, de F tels que CI <-I x < b 5.: c .< y < d et que, si 
x $ F (resp. y E$ F), [a, b] (resp. [c, d]) soit un intervalle contigu a IF. 
Le lemme 3 entraine: 
,,~K$ G ))m:::b -< >)PG 
et les inegalites analogues; utilisant le lemme 2 on trouve: 
)>NE, d (nl + 1)” WCC& i- >P((El, + )PYG> d 3677 
qui est l’inegalite (14). 
De mi-me le lemme 2 permet d’ecrire: 
jY%,, G 011 I 1)” [w(b - s) -t w(c - 6) f W(J) 
< 3(/l? t 1)” w (LIjLy 
puisque w est concave. 
I- 
- 
Si 2 designe un prolongement quelconque de classe Cnz~l du champ 
{P, , Py} E W”{x, y} on a: 
pour la fonctionelle L associee 2 L(r) I et done par definition des normes 
utilistcs: 
( .~~,‘,~‘“~ l’(I) r// I ,,P((:‘:), 
soit 
I F)(J) - P(,y); . . ))P( (:‘I,, 3(,11 ~;~ ] )Z w (LL ,y..). 
Remarque. Lorsque le module de continuite de (13) est lineaire (i.e.. 
w(f) = Ct oh C est une constante) on a le resultat plus fort suivant: le pro- 
longement extremal P satisfait h 
))P(& ‘--- c s -- .I’ ~ pour tout (x. J.) E K ,~ K. (15) 
En effet, si X, ~3, a, 6, c, d sont des points disposes comme la demonstration 
du theoreme precedent, le lemme 3 entrame que: 
De plus on a: 
car le second membre represente i’g(IJ/ I’: Lml,,,,,l ou s est le prolongement 
extremal du champ induit par P sur ix-, b. c, j*j. ce qui permet de conclure 
grace a (10). Le second membre de I’inegalite precedente cst major-2 par C. 
ce qui entraine (15). Ainsi dans ce cas particulier la majoration du wmodule 
de continuitt du prolongement nc fait pas intervenir la constante 3(~z I)“. 
))P((;‘,, .. c s ~- .l /lOLLl’ 101/t (.\-, ,I’) i= K K 
Soient X, ~3, a. b, c’, L/ des points disposes comme dans la demonstration du 
theoreme precedent. Le lemme 3 entraine que 
De plus, on a: 
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Car le second membre repkente 11 g’lfl~l /‘LzLle,lJI oti g est le prolongement 
extrtmal du champ induit par P sur {,u, b, c, y) ce qui permet de conclure, 
g&e ;L (10). Le second membre de I’intgalitC est major6 par c’ ce qui 
entraine (15). Ah, dans ce cas particulier, la majoration du wmodule 
de continuitt du prolongement ne fait pas intervenir la constante 3(r~ + 1)“. 
RECONNAISSANCE 
Ce travail a Ctk accompli en 1966, SOLIS le contrat D.G.R.S.T. No. 65-FR 206. Une 
premiere version est parue sous forme de polycopi& dans “Le prolongateur de Whitney” 
Rennes 1966, a CtC entierement r&&rite par M eni’ A. Scherpereel. Je lui dois, en particulier 
une nouvelle dtmonstration du lemme I, avec une meilleure constante. 
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